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CHƯƠNG II. ĐỘNG HỌC

Bài 4. CÁC PHƯƠNG PHÁP XÁC ĐỊNH CHUYỂN ĐỘNG CỦA ĐIỂM

I. Phương pháp véctơ
1. Phương trình chuyển động của điểm

Xét điểm M chuyển động trong hệ quy chiếu Oxyz. Vị trí của điểm M được
xác định bởi véctơ OMr =


(hình 4 - 1).Véctơ r

 thay đổi phương chiều và độ
dài theo thời gian. Liên hệ giữa r


và t gọi là phương trình chuyển động của

điểm dạng véctơ:

r


= r


(t)     (4 . 1)

Quỹ tích của động điểm trong hệ quy chiếu này gọi là quỹ đạo của điểm.
Nếu quỹ đạo là thẳng thì chất điểm chuyển động thẳng , nếu quỹ đạo là cong thì
chất điểm chuyển động cong.

2. Vận tốc của điểm
Giả sử ở thời điểm t, động điểm ở vị trí M được xác định bởi véctơ r


. Tại

thời điểm t1 = t + ∆t động điểm ở vị trí M1 được xác định bởi véctơ 1r
 . Như vậy,

trong khoảng thời gian ∆t, động điểm di chuyển được một cung  MM1 tương
đương rrrMM

 ∆=−= 11 (hình 4 – 2)

Đại lượng
t

r
v tb ∆

∆=



gọi là vận tốc trung bình

Vận tốc của động điểm tại thời điểm t được xác định như sau:

z

y

x

M

r


zO

Hình 4 -1

MM

M1

r


M

1r


∆ r


O
Hình 4-2
– 2
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(t)r
dt

rd

Δt
rΔ

lim
0Δttbvlim

0Δt
v ′==

→
=

→
=




(4 . 2)

Vậy vận tốc của động điểm bằng đạo hàm bậc nhất của véctơ định vị theo
thời gian. Véctơ vận tốc của chất điểm hướng về phía chuyển động theo tiếp
tuyến của quỹ đạo tại điểm đang xét.

Đơn vị vận tốc: m/s

3. Gia  tốc của điểm
Vận tốc là đại lượng thay đổi theo thời gian. Đại lượng biểu thị cho sự thay đổi

của vận tốc gọi là gia tốc. Ký hiệu a


Tương tự như xác định vận tốc, gia tốc của động điểm tại thời điểm t được xác
định như sau (hình 4 – 3):

(t)r(t)v
0t

lim ′′=′==∆
∆

→∆
=

dt

vd

t

v
a




Vậy gia tốc của động điểm bằng đạo hàm bậc nhất của vận tốc và bằng đạo hàm
bậc hai theo thời gian của véctơ định vị. Véctơ gia tốc luôn hướng về bề lõm của
quỹ đạo.

Đơn vị gia tốc: m/s2

– Khi 0v.a >


: chất điểm chuyển động nhanh dần. (hình 4 – 3a)

– Khi 0v.a <


: chất điểm chuyển động chậm dần. (hình 4 – 3b)

II. Phương pháp tọa độ Descartes
1. Phương trình chuyển động của điểm

Trong hệ toạ độ Descartes, vị trí của điểm M được xác định bởi 3 toạ độ (x, y,
z) của nó. Khi M chuyển động, các thông số định vị này thay đổi theo thời gian

x = x (t);  y = y (t);  z = z (t)                       (4-3)

(4.3) gọi là các phương trình chuyển động của điểm theo toạ độ Descartes

v


a


a

(C)

a


M
M

v


a


b

Hình 4 -3
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Khử t trong các phương trình chuyển động, ta có phương trình quỹ đạo của
động điểm.

Chú ý: giữa phương pháp véctơ và phương pháp toạ độ Descartes có sự liên hệ
chặt chẽ như sau

kzjyixr


++=

Trong đó: k,j,i


là các véctơ đơn vị trên các trục toạ độ (hình 4 - 4)

2.Vận tốc của điểm
Gọi vx, vy, vz là hình chiếu của v


trên các trục toạ độ thì

k. vj. vi.vv zyx

 ++= (a)

Mà kzjyixr


++=

Nên k
dt

dz
j

dt

dy
i

dt

dx

dt

rd
v


 ⋅+⋅+⋅==

k(t)j(t)i(t)


⋅′+⋅′+⋅′= zyx (b)

So sánh (a) và (b) ta rút ra: (4.4)(t)   v(t);   v(t);v zyx zyx ′=′=′=

Vậy các hình chiếu của vận tốc trên các trục tọa độ Descartes bằng đạo hàm
bậc nhất theo thời gian của các tọa độ tương ứng.

Trị số, phương chiều của vận tốc được xác định như sau:

– Trị số: 2
z

2
y

2
x vvvvv ++== 

– Phương chiều:
v
v

cos;
v

v
cos;

v
v

cos zyx =γ=β=α

α, β, γ: là góc tạo bởi v


với các trục toạ độ x, y, z

z
z (t)

M

y (t)

x

x (t)

O

k


r


j


i


Hình 4 – 4
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3. Gia tốc của điểm
Tương tự như vận tốc, gọi ax, ay, az là hình chiếu của a


trên các trục tọa độ, ta có:

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )tztv
dt

dv
a

tytv
dt

dv
a

txtv
dt

dv
a

z
z

x

y
y

x

x
x

x

′′=′==

′′=′==

′′=′==

– Trị số gia tốc: 2
z

2
y

2
x aaaa ++= (4 - 5)

– Phương chiều:
a
a

cosγ;
a

a
cosβ;

a
a

cosα z/y/x/ ===

α/, β/, γ/: là góc tạo bởi a


với các trục toạ độ x, y, z

*  Ví dụ: Viên đạn bay trong không gian oxy theo quy luật

(b)sinαtv
2

gt
y

(a)cosαtvx

o

2

o

+−=

=

Trong đó vo là vận tốc , α là góc bắn.

Tìm vận tốc, gia tốc, quỹ đạo viên đạn, độ cao và tầm xa của viên đạn.

Giải

( )
α

=⇒
cosv
x

ta
o

Thế vào (b) ta được:

 x.tg x
αcos2v

g
y 2

22
o

+





−=

Vậy quỹ đạo của viên đạn là đường Parabol

Vận tốc viên đạn:
( )
( )

( ) ( )2
o

2
o

2
y

2
x

oy

ox

gtsinαvcosαvvvv

sinαvgttyv

cosαvtxv

−+=+=

+−=′=
=′=

Gia tốc viên đạn:

gaaa

ga

0a

2
y

2
x

y

x

=+=

−=
=

Khi viên đạn chạm đất thì y (t) = 0

y

h

x
O α

S

ov

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( )

( )0t
g
sinv2

tvà0t

0sintv
2

gt
ty

o

o

2

≠α==⇒

=α+−=⇔

Tầm xa của viên đạn: ( )
g

sin2αv

g

sinα2v
cosαvtxs

2
oo

o =⋅==

Do tính đối xứng của Parabol, ta có độ cao của viên đạn đạt được tại thời điểm

2
t

g2
sinv

g
sinv

sinv
g
sinv

2
g

2
t

yh
22

oo
o

2

o α=α⋅α+




 α−=




=⇒

III. Phương pháp tọa độ tự nhiên

1. Phương trình chuyển động của điểm
a. Hệ toạ độ tự nhiên

Dựng trong mặt phẳng tiếp tuyến với quỹ đạo tại điểm M  trục Mz hướng
theo tiếp tuyến của quỹ đạo về phiá dương, có véctơ đơn vị là τ . Dựng trục Mn
hướng theo pháp tuyến của quỹ đạo về phía lõm Mn nằm trong mặt phẳng tiếp gọi
là pháp tuyến chính có véctơ đơn vị là n


. Dựng pháp tuyến Mb gọi là trùng pháp

tuyến có véctơ đơn vị là b


(thường chọn chiều của b


sao cho
bnτM  là tam diện

thuận )  (hình 4 - 5)

Như vậy,tại mọi điểm của đường cong, ta luôn dựng được hệ toạ độ vuông
góc có 3 trục hướng theo tiếp tuyến, pháp tuyến chính và trùng pháp  tuyến gọi là
hệ toạ độ tự nhiên. Hệ toạ độ tự nhiên thay đổi theo vị trí của điểm M trên quỹ
đạo.

b. Phương trình chuyển động
Trên quỹ đạo của động điểm , ta chọn O làm gốc. Khi đó, vị trí của động điển

được xác định bởi thông số OMs = . Khi M chuyển động , s biến thiên theo thời
gian.

n

τ

n


M

b
 M

τ

b

+

hình 4 – 5

(+)
M

S
O

(C)
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s = s(t) gọi là phương trình chuyển động của điểm theo toạ độ tự nhiên.

*  Chú ý : s là đại lượng đại số . Tuy nhiên nếu chọn chiều dương của
quỹ đạo là chiều chuyển động của điểm thì S luôn dương.

2. Vận tốc của điểm
Để xác định vận tốc v


ta tìm hình chiếu của nó lên các trục của toạ độ tự

nhiên. Vì v
 hướng theo tiếp tuyến của quỹ đạo tại M nên v


= vτ . τ (vì vn =

vb = 0)

(t)s
dt

ds
vv τ ′===

Dấu của vτ và )(tS ′ luôn trùng nhau (cùng dương nếu điểm chuyển động
theo chiều dương quỹ đạo và cùng âm trong trường hợp ngược lại).

Vậy suy ra: vτ = ( )ts′ (4.6)

3. Gia tốc của điểm
Tương tự như vận tốc ta tìm hình chiếu của nó trên các trục toạ độ tự nhiên ta

có:

b.ana.aa bn


++τ= τ (a)

Mặt khác :

( )
dt

ds

ds

τd
vτv

dt

τd
vτvτv

dt

d

dt

vd
a τττττ ⋅+⋅′=⋅+⋅′=⋅==










Theo hình học vi phân thì
ρ

=τ n

ds

d


với ρ là bán kính cong quỹ đạo tại điểm

đang xét

Vậy ta có : nτ

2
τ

τ aan
ρ
v

τva


+=⋅+⋅′= (b)

So sánh  (a) và (b) ta suy ra:

( )

( )4.8aaa

4.70a;
ρ
v

a;(t)S(t)va

2
n

2
τ

b

2

nττ

+=

==′′=′=

Vì
ρ
v

a
2

n = luôn dương nên a
 luôn hướng vào bề lõm của quỹ đạo .

*  Ý nghĩa của các thành phần gia tốc:

-
ρ
v

a
2

n = = 0  khi ∞→ρ tức là điểm chuyển động thẳng

- an ≠ 0 điểm chuyển động cong.
Vậy, an biểu thị cho sự đổi hướng của vận tốc.
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- ( ) 0a τ =′= tv thì τv = hằng số, tức là điểm chuyển động đều.

- 0a τ ≠ thì τv biến thiên, điểm chuyển động không đều.

Vậy, aτ biểu thị cho sự thay đổi về trị số của vận tốc.
+   Khi τa và v cùng dấu: Điểm chuyển động nhanh dần.

+   Khi τa và v ngược dấu: Điểm chuyển động chậm dần.

* Ví dụ: Điểm chuyển động trên vòng tròn bán kính r = 1m theo phương trình s
= t3 – 16t

(s tính bằng mét, t tính bằng giây)
– Xác định vận tốc và gia tốc tại thời điểm t = 2s
– Xét xem ở thời điểm đó, điểm chuyển động nhanh hay chậm dần.

Giải

( ) 613ttsv 2 −=′=

Khi     t = 2s thì v = 3.22 – 16 = – 4 m/s

( )
( )

2222
n

2
τ

2
22

n

2
τ

20m/s1612aaa

16m/s
1

4

r

v
a

12m/s266ttva

=+=+=

=−==

=⋅==′=

Vì τa và v trái dấu nên điểm chuyển động chậm  dần

IV. Một số chuyển động thường gặp
1. Chuyển động đều
Chuyển động đều là chuyển động mà vận tốc của điểm chuyển động có trị số

không đổi.
v = hằng số

( ) 0a τ =′= tv

ρ
v

a
2

n =

a. Chuyển động thẳng đều

ρ
v

a
2

n = = 0   ( ∞→ρ )    ;     aτ = 0

Phương trình chuyển động :  S = So + vt

Trong đó: v và So tương ứng là vận tốc và toạ độ cong ban đầu của động
điểm.



Khoa Cơ khí – Trường Cao đẳng Kỹ thuật Lý Tự Trọng

38

b. Chuyển động cong đều

aτ = 0       ;
ρ
v

a
2

n = ≠ 0

Phương trình chuyển động : s = so + vt

2. Chuyển động biến đổi đều
Là chuyển động mà gia tốc tiếp tuyến của điểm có giá trị không đổi.

aτ = hằng số     ;
ρ
v

a
2

n = ;    v = vo + aτt

a. Chuyển động thẳng biến đổi đều

an = 0   ;   aτ = hằng số

v = vo + aτt

s = so + vot  +
2ta

2

1
τ

b. Chuyển động cong biến đổi đều

ρ
v

a
2

n = ;     aτ = hằng số     ; aaa 2
n

2
τ +=

v = vo + aτt

s = so + vot  +
2ta

2

1
τ

* Ví dụ: Một điểm chuyển động nhanh dần đều trên cung tròn bán kính r =
1000m, từ trạng thái đứng yên sau 2 phút nó đi được quãng đường s = 1200m. Hãy
tính trị số vận tốc và gia tốc sau 2 phút đó.

Giải

Ta có : s = s o + vot  +
2ta

2

1
τ

chọn s o = 0

Mặt khác vo = 0 (ban đầu điểm đứng yên)

Nên s = 2ta
2

1
τ

222τ s
m

6

1

120

12002

t

2S
a =⋅==⇒

Vận tốc sau 2 phút:

v = vo + aτt  = s
m20120

6

1
t.a =⋅=τ

Gia tốc pháp tuyến: 2

22

n s
m4,0

1000

20

r

v
a ===
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Gia tốc sau 2 phút:

( ) 2
2

2
2
n

2

s
m43,04,0

6

1
aaa =+





=+= τ
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Bài 5. CHUYỂN ĐỘNG CƠ BẢN CỦA VẬT RẮN

I. Chuyển động tịnh tiến của vật rắn
1. Định nghĩa
Chuyển động tịnh tiến của vật rắn là chuyển động trong đó lấy bất kỳ đọan thẳng

nào trên vật cũng luôn song song với vị trí ban đầu của nó.

Trong thực tế gặp rất nhiều trường hợp vật chuyển động tịnh tiến. Vật rắn chuyển
động tịnh tiến thường gặp là:

– Tịnh tiến thẳng: Toa xe lửa chuyển động trên đường ray (hình 16 – 1a)

– Tịnh tiến cong: Thanh truyền AB trong cơ cấu hình bình hành của đầu máy
xe lửa (hình 16 – 1b)

2. Tính chất của chuyển động tịnh tiến
Định lý: Khi vật rắn chuyển động tịnh tiến, các điểm thuộc vật vẽ nên những quỹ

đạo đồng nhất (có thể đặt trùng khít lên nhau), tại mỗi thời điểm, các điểm thuộc vật
có vận tốc bằng nhau và gia tốc bằng nhau.

Chứng minh:
Lấy 2 điểm A,B bất kỳ thuộc vật. Giả sử vị trí của chúng tại thời điểm t

được xác định bởi các véctơ Ar


và Br


(hình 16 - 2)

A

B

A1

B1 a

b

A
B

O O1

hình 5 - 1

z

y

x

B

A

O

B/

A/

Ar


Br


Hình 5 – 2
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Dựng AB , ta có : ABrr AB +=


(5 .1)

Trong đó: AB là véctơ có môđun và phương chiều không đổi (vật rắn
chuyển động tịnh tiến). Do đó, vị trí của điểm B có được bằng cách dịch chuyển
song song các điểm trên quỹ đạo của A đi cùng một véctơ không đổi AB . Vậy
quỹ đạo của điểm A và B là những đường cong giống nhau (tức là có thể đặt
trùng khít lên nhau).

Để xác định vận tốc các điểm A và B ta lấy đạo hàm hai vế của (5.1)
theo thời gian:

( )
dt

ABd

dt

rd

dt

rd AB +=


Vì
( )

0
dt

ABd =

Nên BA
AB vvhay

dt

rd

dt

rd 


==

Tiếp tục lấy đạo hàm theo hai vế của đẳng thức BA vv
 = ta được :

BA
BA aahay

dt

vd

dt

vd 


==

Vậy, về mặt động học vật rắn chuyển động tịnh tiến đựơc thay thế bằng
chuyển động của điểm bất kỳ thuộc vật. Do đó , việc khảo sát vật rắn chuyển
động tịnh tiến được đưa về bài toán động học điểm (đã khảo sát ở bài 4).

II. Chuyển động của vật rắn quay quanh một trục cố định
1. Định nghĩa

Vật rắn quay quanh trục cố định khi trong quá trình chuyển động, vật có
hai điểm bất kỳ cố định.

Trục đi qua hai điểm cố định đó gọi là trục quay của vật.
Khi một vật quay quanh trục cố định, mỗi điểm thuộc vật chuyển động

trên một đường tròn có tâm nằm trên trục quay, có bán kính bằng khoảng cách từ
điểm đó đến trục quay.
2. Phương trình chuyển động của điểm

Giả sử vật rắn (A) quay quanh trục cố định Z. Dựng mặt phẳng (P) cố
định và chứa trục Z làm chuẩn, đồng thời dựng mặt phẳng (Q) gắn liền với vật
(A) (hình17 – 1) Như vậy vị trí của vật (A) hoàn toàn xác định được bởi góc ϕ
giữa hai mặt phẳng [ ]P và [ ]Q . Khi vật quay, góc quay ϕ luôn thay đổi theo thời
gian nên:

ϕ = ϕ(t) gọi là phương trình chuyển động của điểm       (5-2)
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Đơn vị góc quay là rad

Trong kỹ thuật, góc quay của vật thường được tính theo số vòng quay N. Liên
hệ giữa ϕ và N như sau :

ϕ = 2π.N (5.3)

Góc quay ϕ là góc đại số. Trường hợp vật quay theo một chiều nhất định thì ta
chọn chiều quay đó là chiều dương.

3. Vận tốc góc

Khi vật quay, góc quay ϕ biến thiên theo thời gian. Để biểu thị tốc độ quay và
chiều quay của vật, ta đưa ra khái niệm vận tốc góc.

Ký hiệu: ω

( )t
dt

dω  ′== (5 . 4)

Đơn vị đo của ω là rad/s

Vận tốc góc tức thời của vật rắn quay quanh trục cố định tại một thời điểm nào
đó bằng đạo hàm bậc nhất của góc quay theo thời gian cũng tại thời điểm đó.

Trong kỹ thuật, vận tốc góc thường được đo bằng số vòng quay trong một
phút (vòng/phút) gọi là vận tốc vòng. Ký hiệu : n

Liên hệ giữa ω và n:

( )s
rad

30

nω π= (5.5)

Gọi k


là véctơ đơn vị trên trục z, ta gọi véctơ

( )ktk.ωω


′==

là véctơ vận tốc góc của vật quay. Vậy véctơ vận tốc góc ω cho ta biết được
cả trục quay, chiều quay và vận tốc quay của vật (hình 17 - 2)

Hình 5 - 3
A

P
Q

ϕ

z

+
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4. Gia tốc góc
Vật rắn nói chung mỗi lúc quay nhanh chậm khác nhau, có khi còn thay đổi cả

chiều quay. Đại lượng biểu thị cho sự thay đổi đó của vận tốc góc theo thời gian gọi
là gia tốc góc. Ký hiệu ε

( ) ( )tt
dt

ωdε  ′′=′== (5.6)

Đơn vị đo của gia tốc góc là rad/s2.

Vậy gia tốc tức thời của vật quay tại một thời điểm nào đó bằng đạo hàm bậc
nhất của vận tốc góc theo thời gian hoặc bằng đạo hàm bậc hai của góc quay theo
thời gian tại thời điểm đó.

Ta có véctơ : k.εε


=

là véctơ gia tốc góc của vật. Vậy véctơ gia tốc góc cũng là véctơ nằm trên trục
Z, trị số và chiều được xác định bởi đại số gia tốc góc ε (hình 17 – 2).

Vật chuyển động quay nhanh dần hay chậm dần lúc tốc độ quay tăng hay giảm
theo thời gian. Do đó, dấu hiệu của chuyển động nhanh dần, chậm dần là :

– 0ε.ω > : vật chuyển động quay nhanh dần.
– 0ε.ω < : vật chuyển động quay chậm dần.

5. Các chuyển động quay thường gặp
1. Chuyển động quay đều

ω = hằng số  và ε = 0

Phương trình chuyển động  : ωto += (5.7)

2. Chuyển động quay biến đổi đều
ε là hằng số

Phương trình chuyển động : 2
oo εt

2

1
tω ++= (5.8)

εtωω o +=

Nếu chọn chiều dương trùng với chiều quay ban đầu của vật thì :

– ε > 0 : vật quay nhanh dần đều.

– ε < 0 : vật quay chậm dần đều.

Hình 5 - 4

z



ε
A



Khoa Cơ khí – Trường Cao đẳng Kỹ thuật Lý Tự Trọng

44

* Ví dụ 1: Vật quay quanh trục cố định theo phương trình: ϕ = 2t2 + t + 1
(ϕ tính bằng rad, t tính bằng giây)

Xác định: a) Góc quay của vật trong 3 giây đầu?
b) Vận tốc góc và gia tốc góc tại thời điểm t = 3s?
c) Vật có đổi chiều quay hay không?

Giải
a) Góc quay của vật trong 3 giây đầu:

– ở thời điểm đầu to = 0 thì ϕo = 1rad

– ở thời điểm sau t1 = 3s thì ϕ1 = 2.32 + 3 + 1 = 22 rad

Vậy góc quay ϕ = ϕ1 – ϕo = 22 – 1 = 21 rad

b) Vận tốc và gia tốc tại thời điểm t = 3s
– ( ) rad/s1313.414ttω =+=+=′=

– ( ) 2rad/s4tε =′=

c) Vật không đổi chiều quay vì 014tω >+= ∀ t

* Ví dụ 2: Một trục máy trong giai đoạn mở máy quay nhanh dần đều. Sau
5 phút đạt vận tốc n = 120 vòng/phút. Tính gia tốc góc của trục và số vòng
quay được trong 5 phút đó.

Giải

Ta có: ω = ωo + εt

vì ωo = 0 nên ω = εt

Trong đó : rad/s4π
30

π.120
30

nπω ===

Khi t = 5 phút = 300 giây

2rad/s
75

π
300

4π
t

ωε ===

Ta lại có: 2
oo εt

2

1
tω ++ϕ=ϕ

Chọn o = 0

tωo = 0 (vì oω = 0)

rad600π300
75

π
2

1εt
2

1 22 =⋅⋅==ϕ⇒

Mặt khác: N2π=ϕ

300
2π

600π
2π

N ==ϕ=⇒ vòng
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6. Chuyển động của điểm thuộc vật rắn quay quanh trục cố định
a. Phương trình chuyển động

Xét điểm M bất kỳ thuộc vật với khoảng cách từ M đến trục quay không
đổi r = OM . Ta dùng phương pháp tọa độ tự nhiên để khảo sát chuyển động
của điểm M Chọn tọa độ cong S = MoM , thì phương trình chuyển động của
điểm M là: S = r .ϕ (t)        (5 – 9)

b.Vận tốc của điểm thuộc vật

Ta có: ( ) ωr.
dt

d
rr

dt

d

dt

ds
v =ϕ⋅=ϕ⋅==

vì chiều của véctơ v


bao giờ cũng thuận chiều quay của vật, tức là chiều
của vận tốc góc ω nên:

v = r . ω (5.10)

c. Gia tốc góc của điểm thuộc vật

Ta có: nτ aaa


+=

Mà: ( ) ( ) r.εtr.ta τ =′=′= v

( ) 2
22

n r.ω
r

r.ω
ρ
v

a ===

Gia tốc toàn phần: 242
n

2
τ εωraaa +=+= (5-11)

Gọi α là góc nghiêng của a


với bán kính, ta có:
2

n

τ

ω
ε

a

a
tgα ==

– Vậy, vận tốc và gia tốc các điểm thuộc vật quay quanh trục cố định tỷ lệ
với bán kính r.

– Ở cùng một thời điểm, gia tốc các điểm hợp với bán kính tương ứng của
chúng góc α như nhau (hình 17 - 4).

v


Mo

z

r O
ϕ

M

Hình 5-5
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* Ví dụ: Một vật quay quanh trục cố định O. Ở thời điểm khảo sát, điểm A
cách trục quay khoảng r = 0,5m có vận tốc v = 2m/s và gia tốc là 2m/s38

a) Tìm vận tốc góc và gia tốc góc của vật.
b) Tìm vận tốc và gia tốc điểm B cách trục quay khoảng r = 0,2m?

Giải
a) Vận tốc góc và tốc góc của vật

( )
2τ

τ

2222
n

2
τ

2
τ

2
n

222
n

A

A

rad/s216
0,5

28
r

aεε.raMà

m/s28838aaa

aaaMà

m/s84.0,5ω.ra

rad/s4
0,5
2

r
vω

ω.r         v

===⇒=

=−=−=⇒

+=

===

===⇒

=

b) Tìm vận tốc và gia tốc điểm B

( ) ( ) 2222
nB

2
τBB

2
2
B

nB

2
τB

B

m/s33,23,223,2aaa

m/s3,2
0,2

0,8

r

v
a

m/s23,2216.0,2ε.ra

m/s0,84.0,2ω.r         v

=+=+=

===

===

===

O
a
 v



M
na


a


ω

α

Hình 5- 6

B

O
A

Av


Bv


ω
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Bài 6. TỔNG HỢP CHUYỂN ĐỘNG CỦA ĐIỂM VÀ VẬT RẮN

I. Tổng hợp chuyển động của điểm
1. Định nghĩa các chuyển động
Giả sử có động điểm M, hệ quy chiếu động Oxyz và hệ qui chiếu cố định

O1x1y1z1 (hình 6 - 1).

– Chuyển động của M so với hệ qui chiếu động gọi là chuyển động tương đối,
tương ứng ta có quỹ đạo tương đối và vận tốc tương đối.
Ký hiệu rv



– Chuyển động của M cùng với hệ qui chiếu động đối với hệ qui chiếu cố định
gọi là chuyển động theo, tương ứng ta có quỹ đạo theo và vận tốc theo.

Ký hiệu ev


– Chuyển động của điểm so với hệ qui chiếu cố định gọi là chuyển động tuyệt
đối, tương ứng ta có quỹ đạo tuyệt đối và vận tốc tuyệt đối.
Ký hiệu av



Vậy, chuyển động tuyệt đối là tổng hợp của hai chuyển động , chuyển động
tương đối và chuyển động theo.

2. Định lý hợp vận tốc
Tại mỗi thời điểm, vận tốc tuyệt đối của chất điểm M bằng tổng hình học của vận

tốc theo và vận tốc tương đối.

rea vvv
 += (6 - 1)

Chứng minh:

Động điểm M được định vị bởi véctơ r


và 1r


, gốc O được xác định bởi or


. Gọi
k,j,i


là các véctơ đơn vị của hệ trục oxyz, ta có kzjyixr


++=

Theo hình 6 – 2, ta có:

z1

.M

y1

O1

y

x

z

O

x1
Hình 6-1
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rrr o1


+=

Vận tốc tuyệt đối của M là:

era

oa

o
o1

a

vvvhay

dt

kd
z

dt

jd
y

dt

id
xvk

dt

dz
j

dt

dy
i

dt

dx
v

k
dt

dz
j

dt

dy
i

dt

dx

dt

kd
z

dt

jd
y

dt

id
xv

dt

rd

dt

rd

dt

rd
v











+=

















++++





 ++=

++++++=+==

Vậy, định lý đã được chứng minh

Ví dụ: Cho cơ cấu tay quay culit với tay quay OA = 200mm quay đều với vận
tốc s/rad3π=ω , Con chạy A nối bằng bản lề vào đầu mút tay quay chạy trong
rãnh BC làm culit chuyển động lên xuống. Xác định vận tốc của culit tại thời điểm
tay quay lệch góc  = 30o so với phương thẳng đứng.

Giải

x1

zx

z1

O1

zx

y1

zx

z
zx

y
zx

x
zx

O
zx

M
zx

1r


r


or


Hình 6 - 2

B

ω
ev


C

av


rv


A

O
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– Chuyển động của con chạy A trong rãnh BC là chuyển động tương đối với
vận tốc rv

 hướng theo phương ngang.

– Chuyển động của BC (culit) so với khung máy là chuyển động theo với vận
tốc ev
 hướng theo phương thẳng đứng.

– Chuyển động của con chạy A so với khung máy là chuyển động tuyệt đối với
vận tốc av


tiếp tuyến với quỹ đạo tròn tại A .

Theo định lý hợp vận tốc ta có:

era vvv
 +=

Theo sơ đồ hợp vận tốc, ta có:
Vận tốc của culit là:

sm

OAvvv ae

/3,0
2

1
.3.10.200

sin..sin.

3 



==

===

−

3. Định lý hợp gia tốc
Tại mỗi thời điểm, gia tốc tuyệt đối bằng tổng hình học của gia tốc theo, gia

tốc tương đối và gia tốc Criolit.

cera aaaa


++= (6-2)

Chứng minh:

( )







⋅+⋅+⋅+


















++++





++=


















++++





 ++==

dt

kd

dt

dz

dt

jd

dt

dy

dt

id

dt

dx
2

dt

kd
z

dt

jd
y

dt

id
xak

dt

zd
j

dt

yd
i

dt

xd

dt

kd
z

dt

jd
y

dt

id
xvk

dt

dz
j

dt

dy
i

dt

dx

dt

d
v

dt

d
a

2

2

2

2

2

2

o2

2

2

2

2

2

oaa







Tương tự như hợp vận tốc, ta có:

Gia tốc tương đối  : k
dt

zd
j

dt

yd
i

dt

xd
a

2

2

2

2

2

2

r


++=

Gia tốc theo: dt

kd
z

dt

jd
y

dt

id
xaa

2

2

2

2

2

2

oe 





+++=




Gia tốc Oriolit : 





⋅+⋅+⋅=

dt

kd

dt

dz

dt

jd

dt

dy

dt

id

dt

dx
2a c




Vậy: cera aaaa


++= (định lý đã được chứng minh)
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• Chú ý:

– Trường hợp hệ quy chiếu động Oxyz chuyển động tịnh tiến thì

( )0anên0
dt

kd

dt

jd

dt

id
c ====




Vậy, khi chuyển động theo là chuyển động tịnh tiến thì gia tốc tuyệt đối
bằng tổng hình học gia tốc theo và gia tốc tương đối.

era aaa


+= (6-3)

– Trường hợp hệ qui chiếu động Oxyz chuyển động quay quanh trục cố định
với véctơ vận tốc góc eω


thì gia tốc Oriolit là rec v2a


⋅ω= (18-4)

+  Tại thời điểm khảo sát nếu re v//


ω hoặc 0hay0v er =ω=


thì

tại thời điểm này 0a c =


+  Nếu re v


⊥ω (hình 18-3) thì quy tắc tìm phương chiếu của ca
 như

sau: quay rv


quanh gốc của nó theo chiều quay của hệ động quanh trục
eω


một góc 90o, ta có ngay chiều của ca


và giá trị của nó bằng 2 re v


⋅ω .

Ví dụ: Một tấm chữ nhật có các cạnh là a và b quay quanh trục thẳng đứng theo

quy luật 2t
2

1=ϕ . Điểm M chuyển động dọc theo DC với quy luật 2t3s = (m, s). Tìm

vận tốc, gia tốc tuyệt đối của M theo thời gian t.

Giải

eω


ea


rv


ϕ

ra


z

x

y

n
ea


A
D

C
B

b

a
M

ev


ea


eω


ca


rv


90o
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– M chuyển động tương đối theo phương thẳng đứng DC với vận tốc tương đối
rv


và gia tốc tương đối ra


nằm trên trục này, đồng thời:

6
dt

sd
a;t6

dt

ds
v

2

2

rr ====

– Chuyển động của M cùng với ABCD là chuyển động theo quỹ đạo đường
tròn có bán kính b và vận tốc ev


vuông góc với bán kính tại thời điểm đang

xét.





e
n
ee

e

aaa

bt
dt

d
brv

 +=

=⋅== .

b
td

d
b.ra

t.b
dt

d
b.ra

2

2

e

2
2

2n
e

=ϕ⋅=ε=

=




 ϕ⋅=ω=

τ

Do véctơ vận tốc góc eω


nằm trên Az nên có eω


// rv


,

suy ra: ca


= 0

Vận tốc tuyệt đối của M :

( ) ( ) ( )s/cmbtt6vvv

vvv

222
e

2
rM

erM

+=+=

+= 

Gia tốc tuyệt đối của M :

( ) ( )
( ) ( ) ( )2222

2

e

2n
e

2
rM

e
n
ererM

s/cmbbt6

aaaa

aaaaaa

++=

++=

++=+=
τ

τ

II. Chuyển động song phẳng
1. Định nghĩa

Chuyển động song phẳng của vật rắn là chuyển động trong đó mỗi điểm thuộc
vật luôn di động trong những mặt phẳng cố định song song với mặt phẳng quy
chiếu.

Ví dụ: Khi xe chạy trên đường, mọi điểm trên bánh xe di chuyển trong những
mặt phẳng song song với mặt phẳng thẳng đứng chứa trục đường, nên bánh xe
chuyển động song phẳng.

2. Khảo sát chuyển động của hình phẳng
a. Phương trình chuyển động của hình phẳng

với

rv


ev


Mv


ra


n
ea


ea

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Bài toán khảo sát chuyển động song phẳng của vật rắn trong không gian được
đưa về bài toán khảo sát chuyển động của một tiết diện phẳng của nó trong mặt
phẳng chứa tiết diện phẳng, song song với mặt phẳng quy chiếu.(hình 19-1 a, b)

Xét chuyển động của hình phẳng (s) trong mp (P). Chọn hệ qui chiếu cố định
O1x1y1. Lấy điểm O tuỳ ý thuộc (s) và gắn vào đó hệ trục Oxy có trục Ox và Oy
luôn song song với O1x1 và O1y1. Chuyển động của hình phẳng (s) được phân tích
thành 2 chuyển động:

– Chuyển động tịnh tiến của hệ động Oxy đối với hệ qui chiếu cố định O1x1y1

(chuyển động theo).
– Chuyển động quay quanh cực O của hình phẳng đối với hệ động Oxy (chuyển

động tương đối)
Vậy chuyển động song phẳng của vật rắn có thể phân tích thành 2 chuyển

động: chuyển động tịnh tiến cùng với cực và chuyển động quay của vật quanh cực
(hình 19-2).

Do đó, phương trình chuyển động của vật rắn chuyển động song phẳng là:

xo = xo(t)  ;  yo = yo (t)   ; ϕ = ϕ (t)

b. Các yếu tố động học của hình phẳng
– Chuyển động của hệ trục oxy là chuyển động tịnh tiến cùng với cực O nên

trạng thái động học được xác định là vận tốc ov


và gia tốc oa


.

– Chuyển động quay của hình phẳng đối với hệ động oxy được xác định bằng
vận tốc góc ω và gia tốc góc ε

*  Chú ý: Các đại lượng ov


, oa


phụ thuộc vào việc chọn cực

y1 y

x

x1

yo

O1

O
ϕ

(s)

xo

AA

B

(s)

B

Mphẳng qui chiếu

a)

y

xo

b)
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3. Khảo sát chuyển động của điểm thuộc hình phẳng
a. Phương trình chuyển động

Xét điểm M thuộc hình phẳng S nằm cách cực O một khoảng OM = R

Vị trí của M được xác định:

ϕ+=
ϕ+=

sin.Ryy

cos.Rxx

oM

oM

vì xo, yo, ϕ luôn thay đổi theo thời gian, nên phương trình chuyển
động của M là:

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )tsin.Rtyty

tcos.Rtxtx

oM

oM

ϕ+=
ϕ+=

(6-4)

b.Vận tốc của điểm

*Biểu thức giải tích của vận tốc.

Vận tốc của điểm M được xác định qua hình chiếu của nó trên hệ trục cố
định O1x1y1





R.ω.ω.cy.cosR.y
dt

dy
v

R.ω.ω.sx.sinR.-x
dt

dx
v

oo
M

My

oo
M

Mx

+′=′+′==

−′=′′==
(6-5)

* Quan hệ vận tốc giữa hai điểm thuộc hình phẳng:

Như đã phân tích, chuyển động song phẳng của vật thực chất là tổng hợp
của hai chuyển động:

– Chuyển động tịnh tiến cùng với cực O (chuyển động theo), nên :

oe vv = .

{

yM

yo

O1

O
ϕ

M

y1 y

x

x1xo xM

Hình 6 – 3
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– Chuyển động quanh cực O (chuyển động tương đối). Nên vận tốc của
M:

Mor vv =

Mà MOv ⊥ OM và vMO = OM . ω (ω là vận tốc góc của vật)

Theo định lý hợp vận tốc, ta có: MOOM vvv += 

Định lý: Vận tốc của điểm thuộc hình phẳng bằng tổng hình học vận tốc của
cực với vận tốc của điểm khi hình phẳng quay quanh cực.

Áp dụng cho 2 điểm A, B bất kỳ thuộc hình phẳng, ta có:

BAAB vvv
 += (6-6)

Trong đó, BAv


là vận tốc của điểm B do hình phẳng quay quanh cực A.

Chiếu đẳng thức vừa thiết lập lên phương AB, ta được:
hcAB AABB vhcv

 =

hay vB cosβ = vA cosα (6-7)

Vậy: Hình chiếu vận tốc 2 điểm bất kỳ thuộc hình phẳng lên phương nối
với hai điểm thì bằng nhau.

*Tâm vận tốc tức thời và sự phân bố vận tốc các điểm thuộc hình

phẳng:
Tâm vận tốc tức thời:

Tại thời điểm khảo sát, tồn tại điểm P thuộc hình phẳng có vận tốc bằng
không thì điểm đó gọi là tâm vận tốc tức thời.

Tại mỗi thời điểm nếu ω ≠ 0, có một điểm duy nhất thuộc hình phẳng s
có vận tốc bằng không (tồn tại duy nhất một tâm vận tốc tức thời).

M

O

MOv


Mv


Ov


Ov


BAv


Bv


B

Av


β
α

B

Av

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* Sự phân bố vận tốc các điểm thuộc hình phẳng:

Ta xét sự phân bố vận tốc của điểm thuộc hình phẳng chuyển động
song phẳng. Có 2 khả năng có thể xảy ra:

– Trường hợp ω ≠ 0:

Lấy tâm vận tốc tức thời P làm cực, khi đó:

MPPM vvv
 +=

hay ( )0vvìvv PMOM == 

với Mv
 ⊥ MP  và vM = MP . ω

Vậy, tại mỗi thời điểm, vận tốc các điểm thuộc hình phẳng phân bố
giống như khi nó đang quay quanh tâm vận tốc tức thời P với vận tốc góc

– Trường hợp ω = 0 (không tồn tại tâm vận tốc tức thời)
Xét vận tốc 2 điểm M, N bất kỳ của hình phẳng s,

ta có: MNNM vvv += 

Do đó: vMN = MN . ω = 0   nên NM vv
 =

Vậy khi ω = 0 thì vận tốc các điểm thuộc hình phẳng đều bằng nhau
(hình phẳng chuyển động tịnh tiến tức thời

*Một số quy tắc xác định tâm vận tốc tức thời:

– Biết vận tốc điểm A và phương vận tốc điểm B:

Mv


M

N Nv


Hình 6-5

Mv


P

Mω

Hình 6-4
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PA

vA=ω

– Biết vận tốc 2 điểm A và B có phương // nhau và ⊥ AB:

PB

v

PA

v BA ==ω

– Vật lăn không trượt trên mặt phẳng cố định: tiếp điểm là tâm vận
tốc tức thời

c. Gia tốc của điểm

Av


A

B

P

ω (Phương của Bv


)

A

Av


B
(Phương của Bv


)

(Vật chuyển động tịnh tiến)

A

Bv


B

P

ω

P

B

A
A

B

Vật chuyển động tịnh tiến
ω

Av


Bv


Av


Av


Bv


O

P

Hình 6 - 6
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* Biểu thức giải tích:





sinRωR.ε.ε.cy
dt

yd
a

cosRωR.ε.ε.sx
dt

xd
a

2
o2

M
2

My

2
o2

M
2

Mx

−+′′==

−−′′==
(6-8)

* Quan hệ gia tốc giữa hai điểm:

Định lý: Gia tốc của điểm M thuộc hình phẳng bằng tổng hình học của gia
tốc cực O và gia tốc của điểm M trong chuyển động tròn quanh O.

n
MOOMOMOOM aaaaaa


++=+= τ (6-9)

Trong đó:

OMa τ và O
n
Ma
 được tính như sau:

O
n
Ma


= MO . ω2

2
o

n
M

oM

42

a

a
tg

MOa

ω
ε==α

ω+ε=
τ





*Tâm gia tốc tức thời:

Điểm Q thuộc vật có gia tốc bằng không ở thời điểm khảo sát được gọi là
tâm gia tốc tức thời.

Tại thời điểm vận tốc góc và gia tốc góc của hình phẳng không đồng thời
bằng không thì tồn tại duy nhất một tâm gia tốc.
* Ví dụ: Một bánh xe bán kính R = 0,5m lăn không trượt trên một đường thẳng
cố định. Tính vận tốc và gia tốc của điểm M2. Biết tại thời điểm khảo sát, tâm
bánh xe có vận tốc vo = 1m/s, ao = 1,5m/s2

Giải

Vì bánh xe lăn không trượt nên M1 là tâm vận tốc tức thời:  vM1 = 0

{Ma


M

α

oa


τ
MOa


n
MOa


oa


MOa


oa


O

PM1 ≡

M2

ω

2Mv


ov


oa


τ
oM 2

a


n
OM 2

a


O



Khoa Cơ khí – Trường Cao đẳng Kỹ thuật Lý Tự Trọng

58

Ta có: s/rad2
5,0

1

OM

v
.OMv

1

o
1o ===ω⇒ω=

Tương tự: 2.2.5,0.2.R.MMv 212M =ω=ω=

=2Mv 2 m/s

Gia tốc của điểm M2:

Ta có: 2
n
M2Mo2M aaaa


++= τ

Trong đó:

( ) ( )
( ) ( ) sm/1,81,521,5a

aaaa

2m/s0,5.2R.ωa

m/s1,5aR.εO.εMa

22
M

2t
OM

2n
OMOM

22
2

n
M

o22
τ
M

2

222

≈++=

++=

===

====




Vậy:
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